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Identification of Vibration Systems Using Sensitivity 
 (1st Report, Explanation of the Analysis Method and 
           Fundamental Considerations)
Analysis
by Takeshi FUJIKAWA, Masaru NITTA, 
  Kozo OKITA, and  Fumiyasu KURATANI
   The authors attempt to construct a system with several degrees of freedom having the same 
modal parameters as those obtained by FEM analysis or measurement. In this paper, a system 
identification method using sensitivity analysis is proposed for an undamped lumped-mass model. In 
the method, model parameters such as mass values or spring constants are initially given and then 
modified by the  least-squares minimization procedure to minimize the difference between the predict-
ed modal parameters and the desired values. Some conditions on the selection of the model  parame-
ters and the desired values are discussed for obtaining the solution of system identification. System 
constructions, for example, with three or five degrees of freedom models are shown, thereby demon-
strating typical characteristics of the presented method. 
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パ ラメー タを用 いる ことな く,伝達関数か ら直接
[副,[0],[κ]を決定する研究ωがある.また別の考え
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を修正する最適設計に関する研究(4)(5)もあるが,小自
由度のモデルを構築する場合のように多数のモデル定






















トルを既知 とし,それ と同 じ振動特性 を有する小規模
多質点集中質量系のモデル定数 すなわち質量 肱,ば
ね定数k=;を同定する手法を検討する.







[ヱV]:固有 ベ ク トルマ トリックス
認:変 位ベ ク トル
初:固 有 ベ ク トル
IT:固有ベ ク トル感度
d:モ デル変数ベ ク トル
Jd:修 正量ベ ク トル















3.解 析 理 論
3・1振動解析 と逆問題 図1に 示すような多質
点集中質量系モデルにおいて,質量は集 中質量 とし,
ばねは質点 と固定端を接続するばね(絶 対ばね)と 質







続す る絶対ばねのばね定数 を衙,質点Z,ブ間 を接続
する相対ばねのばね定数を 砺,系の自由度 をnと す
ると[ルf],[K]はつぎのようになる.
[〃ト[雪物＼£囲2::::2:1
た だ しKti=kit+Σ 織,Sl{j=-k=;であ る.式(1)に
`置1
対応 する固有 方程式 は
[K]U;=ん[〃]鵜(2)
とな り,これ を解 けばyl組の固有値 ん,固有 ベ ク トル ・
U;・(」=1,…,ya)の固有 ペ アが得 られ る.
通常 の振動 解析 ではモデル定 ・rn:,厨を与 えて式
(2)を導 き,こ れ を解 い て ん,Zl」な どの モー ダ ルパ
図1多 質点集中質量系モデル
N工工一ElectrOnlcLibraryService
126 感度解析 を用いた振動 システムの同定(第1報)
ラメータを求めることになる.しか し,ここでは逆に
い くつかの固有値,固有ベク トルを与えて,モデル定



















固有値 ん,固有ベ ク トルU;はdkの関数であるので,
それらを初期値 まわりにTaylor展開する.
II;=U;o+U;ddk+…..」(3)
式(3)にお ける 鵡,U;は それ ぞれ 固有値,固 有 ベ ク
トルの一次感度 と呼 ばれ るもので,つ ぎの ようにして
求 める こ とが で きる.固 有方程 式(2)をdkに つ いて
偏微 分す る と次式が得 られ る.
[K]'Vj+[K]U;
=:λ3[ノレ1]ころ・十ノし[M]'Zア,十ノし[ノレ1]U;…。・・(4)
左 か らU,Tを乗 じ 朋ノ[K]=.i;U;[M]の関係 を用い る
とつぎの ように変形 で き薦 が求 まる.
λ3={U,T[K]'03一んσノ[M]'U;}1{UST[M]U;}
(5)
こ こで[K)',[M]'は[K],[M]のうち,モ デル変 数dk
についての成分だ けを残 し,他 は零 としたマ トリック




とすれ ば,右 辺 は既知量 であるので式(6)の一 次方程
式 を解 くことによ りU;が 求 まる.た だ し式(6)の左
辺 のマ トリックス{[K]一ん[M]}はこの ま までは正 則
でな いので,固 有値 に重根がない場合 に は σ∫の成 分
の うち一つ は零(固 有値ベク トルの その成 分 はモデル
変数変更後 も変化 しない)と 拘束 す る ことに よって,
マ トリックスのランクを一 つ下 げUfを 求 める.
以上 の ように して式(5),(6)より,モデ ル変数 を
変更 した ときの固有 値,固 有 ベ ク トル に対 す る感度
A;,U'fを計算する ことが で きる.
3・3モ デル変数 の同定法 初期 モデル変数 に対
して固有値解析,感 度解 析 を行 い,そ の ときの固有値
ん。,固有ベ ク トルUンoお よび それ ぞれ に対 する感 度
λ二。,UJ。が求 まって いる とす る.一一方固有値,固 有 ベ
ク トルの うちJ目 標値 と して 澄rU;が 与 え られた と
する.そ こで式(3)で得 られ るモデル変更後 の予測値
ん,U;が 潜,こ1ノに接近 して ゆ くよ うにモデル変数 の
修正量 ∠ぬ を決 めてゆ く.記号の統 一化 をはかるため
に ん,U;の各成分 をま とめ て ψ とし,初期値 の ま と
めた ものを ψ。,目標 値の まとめた ものを ψ*とす る.さ
らにモデル変数の修正量 をま とめてddと し,各 モデ
ル変数 のモーダルパ ラメー タに対 する感度 をまとめて
[V]とする.い ま式(3)にお いて二次以上 の高次の感
度 を無視す ると,モ デル変更後 の予測値 ψはつ ぎのよ
うに表 される.
ψ==ψo十[V]∠7d星(7)
これを目標値 ψ*と比較 し,最小 二乗法 を適用 してそ
の誤差が最小 にな るように ∠dを 決 める.そ の場合 の
評価量 として,次式 で定義 す るス カラ量 を考 える.
E=(ψ一ψ*)Trl'Vl(ψ一ψ*)(8)
ここで[W]は 目標値 の数 と等 しい数 の重 み係数か ら
成 る対 角マ トリックスであ り,目標値 の重 要度 に応 じ
て適宜 その大 きさを決定 してや る.式(7)を 式(8)に
代入 し,Eをddの 成 分 ∠ぬ につ い て偏微 分 する と
つ ぎのようになる.
E=・2[V]T[W]{ψ。+[V]∠7dl一ψつ ………(9)
ここでEは ∂E/∂dkをな らべ たベ ク トルで あ る.式
(9)を零 とお くことによ り,ddの 成分 を未知数 とす
る次式が求 まる.
{[V]T[レ円[V]}/i[V]T[LV](ψo一*)…(10)
この ように現状 モデル に対 す るモ ーダルパ ラメー タ
ψ。お よび感度[V]を 計 算 してお け ば,式(10)の一次
方程式 を解 くことによ り,目標 のモーダルパ ラメータ
ψ*に近づ くようなモ デル変数 の修 正量ddを 求 める
ことがで き,d=da十ddよ りモデ ル変数 の値が決 ま
る.し か し式(7)の感 度 マ トリックス[V]の成分 は,
式(3)のTaylor展開 において二次 以上 の項 を省略 し
た一次感度 よ り成 るマ トリックスで あるた め,∠αの
成分 ∠ぬ の値が大 きな場 合 には予測値の誤差 が大 き
くな る.し たが って式(10)で得 た 、4dの値が最良状 態
ではな く,小さな修正 の積 み重 ねの反復計算 により最
N工工一ElectrOnicLibraryService
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良状 態へ もってゆ く必要があ る.
3・4解 の存在 とモデル 変数,目 標 モー ダルパ ラメ
ー タの設 定に関する検 討 同定 す る振動系モデルの
自由度 をnと し,図1に 示 すよ うなn個 の質量mZ(i
=1,…,n>,n個の 絶 対 ば ねkzz(i=1,…,n>,n(n
_1)/2個の 相 対 ば ねk=;(i-1,…,n,j-i+1,…,n)
か ら成 ってい るモデルの構 築を考 える.図2の ように
複数個 のばねが並列 あるいは直列 に結合 されている場
合は,こ れ らを集約 して一つのぼね に置 き換 えるもの
とする.こ の ようにす るとn自 由度 系モデルのモデル
定数 の 数 は,合 計n+n+n(n-1)/2=n(n+3)/2個
となる.と ころでn自 由度系 の固有 方程式 は式(2)の
よ う に な る が,こ こ でN;一[M]1/2U;,[、4]=
[M]-1/2[κ][1団一112とお くと,つ ぎの標 準 形 に変換 さ
れる.
[A]N;=んハ弓・(11)
ここで[A]はn×nの 対称 マ トリックスである.こ の
固有 方程 式 は%組 の固有値 と固有ベ ク トルの固有 ペ





とな る.固有ベ ク トル は互い に独立で あるので 口V】は
逆行列 が存在 し,式(12)の右 か ら 口V]贈1を乗 じる と
[A][N][ρ][2V]-1(13)
が得 られる.す なわ ち固有値,固 有ベ ク トルが与 え ら
れ ると[刈 が一義的 に決 まる.と ころで[A]の独立 な
成 分 の数 は,マ トリックス の対称 性 を考 え る と π(η
+1)/2個で あ り,系 の特 性 を支 配 す る因子 の 数 は
η伽 十1)!2個である と考 えられる.し たが ってモ デル
変数 の数 がn(n十3)/2個の場合 に は,冗 長 す ぎてモ
ーダルパ ラ メータか ら一義 的 に決定 す る ことはで き
ず,す くな くともモ デル定数の数 と支配 因子 の数 の差
n(n十3)!2‐ra(n+1)ノ2=22個は,あ らか じめ既 知 量
として与 えておかねばな らない.
つ ぎにモーダルパ ラメー タの数 を考 え ると,π 自由





























わち[、9]が[A]の特 性 を決 める もとにな ってお り,
[9ユの成分であるん を一つで もまび くとそれを相似
変換 した[A]が正則でな くなる.ま たある質点 物 の
固有ベ クトル成分を全 く目標値に採用 しなかった場合
には[N]の行成分がすべて零 にな り,[1V][9][1V]-1
















(1)モ デル変数の数 ノ協 は支配因子の数 より少な
くしなければならない.す なわちNu≦覆伽 一ト1)/2そ
N工工一ElectrOnicLibraryService
































た場合の繰返 し数 と評価式(8)の誤差Eと の関係 を
図4に 示す.た だしモデル変数6個 の初期値はすべて












































U2j 0,535一〇 .130 1.0
U3j 1.0 一〇,572 一〇.219
表3モ ーダルパラメータ
(誤差を含む場合)







ulj/Y 一1 .11 1.0 一 一〇 .10一24.53
U210.50一6 .5k 一〇.10 23.081.0 一
U3j
P












結果について検討 した,た だしモデル変数 として6個




















λ1 io.o 10.0 o.o 10.0 0.0
u11 α80 0,8111.38 α800 o.o
U21 O.SD 0,5030.60 o.50a o.o
U31 1.0 1.0 一 1.0 一
A2 30.0 30.0 o.o so.o o.o
ui2 t.o i.o 一 1.0 一
u22 一一〇.10 一〇.093 7.00一〇.071 29.0




ut3 一 〇.10 一〇.Q91 9.00一〇.10a o.o
u23 1.0 a.o 一 1.0 一

















だまま収束 していることがわかる.表4は 収束 したモ
デルのモーダルパラメータと目標モーダルパラメータ
との比較を,No=9,6の場合 について示す.表4に お
いて,N。=9の場合には各モー ド次数の固有ベ ク トル
に誤差がある.しかしN。=6の場合には目標 とした固
有ベク トルの誤差は零となっている.またN。=6の場


























kliN/m 30.0 30.29 0.9733.3811.'27
k22N/m 40.0 X5.5613.9045.59 13.'98
k33N/m zo.o 24.7723.6524.5022.50
kitNim 10.0 10.060.60XO.24 2.40
kf3N/m 30.0 29.07一3 .10 :. 一3.80






















図5繰 返 し数 と誤 差 の 関 係









































図6繰 返 し数 と誤 差 の 関 係
(目標 値 に 誤 差 を 含 む場 合,1Vρ二4)
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標値になるべ く多 く採用 して同定を行 ったほうがよい
と思われる.
b.」Vρ=4,No=6,4の場合Np=6の 場合 と同





の場合 と同様 に誤差 を含んだまま最良状態に収束し
た.N。=4の場合には,ケース1の ように誤差が小さ




数 と表1の 固有値解析に用いたモデル定数 との比較を
表6に 示す.表6に おいて,同定されたモデル変数の
値はオ リジナルなモデル定数 と大きく異なる傾向にあ











ルの絶対的スケールを拘束するため既知 とした 施 を
除いた9個 を考えた.目標値は ん(j=1,…J)と一次
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討 論
ノ
〔質問〕 平 松 力 〔福井大学工学部〕
(1)式(8)の評価量の重み係数の大きさを適宜決



















値 ん と固有ベク トルU;に 分けて重みを変えた場合
の計算例からも,ご指摘のように固有ベク トルのほう
の重みを大 きくした場合には収束性が悪 くなる.し た





デル変数の変更量 」ゐ の最大値を0.5dkより大 きく
した場合には固有値,固有ベク トルの予測誤差が大 き
くな り収束性が悪 くなったり,収束 しない場合が現れ
る.また,自由度が大きくなるにしたがい一次感度で
予測できる固有ベク トルの範囲が狭 まる傾向にあ り,
その場合にはさらにddkの最大値 を小さくする必要
がある.
(3)N。>1Vρの場合にも同定できない場合が生 じ
るので,そのとお りである.
(4)防 振設計に適用する場合においても,問題 と
なるのは機械の質量,支持ばねだけではな く,機械の
重心位置,慣性モーメン トなどが より重要な設計変数
として考えられる.したがって,今後,質量,ばねだけ
でな く別の次元,例えば長さの次元を持つ設計変数の
同定にも適用してい く予定である.ま た,ご教示いた
だいた,は り,板のような材料特性が任意に変化する
任意形状の系からなる構造物への適用 も今後の課題 と
して検討していきたい.
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